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AUTOMORPHISMES A DfiPLACEMENT BORNfi 
DES GROUPES DE LIE 
J. TITS? 
SOIT G un groupe topologique localement compact. Nous appellerons automorphisme h 
d&placement borne’ (a.d.b.) tout automorphisme c1 de G tel que l’adherence de l’ensemble 
{cc(g) .g-l[gE G} soit compacte. 
Si a est un element de G, l’automorphisme interieur i, dtfini par i,(g) = ugu-l est un 
a.d.b. si et seulement si l’ensemble T(a) = {gag-‘/gE G} des conjugues de a est relativement 
compact (rappelons qu’un ensemble est dit relativement compact si son adherence est com- 
pacte). On a, pour tous a, b E G, T(ab) c T(a)T(b), par consequent, l’ensemble des elements 
a de G jouissant de la propriete prtctdente est un sous-groupe de G que nous noterons B(G). 
Le. but du present article est l’ttude des a.d.b., et en particulier du sous-groupe B(G), 
&ns le cas particulier ou G est un groupe de Lie connexe.$ 
Nous commencerons par enoncer les resultats relatifs au sous-groupe B(G). 
PROPOSITION (1). Soient G un groupe localement compact et K un sous-groupe invariant 
compact de G. Alors, B(G) est l’image rkciproque de B(G/K) par I’application canoniwe 
G -+G/K. 
Si le groupe G est limite projective de groupes de Lie, il possbde au moins un sous- 
groupe invariant compact Kl tel que G/K, soit un groupe de Lie, et en prenant pour K 
l’image rtciproque par l’application canonique G + G/K, du plus grand sous-groupe in- 
variant compact connexe de G/K,, on voit que la proposition precedente permet essentielle- 
ment de ramener la determination du sous-groupe B(G) dun tel groupe G au probleme 
analogue pour un groupe de Lie ne possedant aucun sous-groupe invariant compact non 
discret. Le thtorbme suivant est relatif a ce cas. 
THI?OR~~ME (1). Soit G un groupe de Lie sans sous-groupe invariant compact non discret, 
et soit N son plus grand sous-groupe invariant nilpotent connexe. Alors, B(G) est contenu 
dans le centralisateur Z(M) du groupe M engendrk par N et par tous les sous-groupes simples 
non compacts de G. Les composantes connexes de l’&ment neutre dans B(G) et Z(M), 
soient B,,(G) et Z,(M), sont des sous-espaces vectoriels du centre de N (en particulier, Z,(M) 
t IX prksent article a Cte krit en partie awe l’aide d’un subvention de la National Science Foundation 
(Research Grant GP779). 
$ Cette etude a ttC sugg%e par une question de J. Wolf concernant les espaces riemanniens sym&iques 
(cf. le corollaire (3) ci-dessous, et aussi J. Wolf, [4], p. 73. 
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est le centre connexe de Z(M)); de plus, B,(G) = B(G) n N. Enjin, si G est connexe et si 
C(G) designe son centre, B(G) = B,(G). C(G). 
11 est clair que le sow-espace B,(G) de l’espace vectoriel Z,(M) est form6 des points de 
cet espace dont l’orbite sous l’action d’un certain groupe lineaire, a savoir G operant zur 
Z,(M) par les automorphismes interieurs, est relativement compacte. Lorsque G est con- 
nexe, on peut simplifier cette description de B,,(G) en remplacant le groupe lintaire en 
question par un groupe commutatif: 
PROPOSITION (2). Les hypotheses et les notations &ant celles du theoreme (l), si le groupe 
de Lie G est connexe et si R designe son radical connexe, le sow-espace B,,(G) de l’espace 
vectoriel Z,(M) est forme des points de cet espace dont I’orbite sous l’action du groupe com- 
mutatzf R/N (qui opke sur Z,(M) parce que Z,(M) est central dans N) est relatiuement 
compacte. 
Compte tenu de la proposition (I), le thtorbme (1) a pour consequence immediate le 
COROLLAIRE (1). Soit G un groupe localement compact. La composante connexe de 
l’e’lement neutre duns B(G) est fermee duns G et est une extension d’un sous-groupe invariant 
compact par un espace vectoriel. Si G est limite projective de groupes de Lie (en particulier, 
si G est connexe), le sous-groupe B(G) lui-meme est ferme duns G. 
Notons que cette dernibre conclusion ne s’ttend pas a un groupe localement compact 
quelconque : 
PROPOSITION (3). I1 existe des groupes localement compacts G tels que B(G) soit un sous- 
groupe propre partout dense. 
En guise d’application du theorbme (l), nous montrerons qu’on peut en dtduire tres 
simplement le rtsultat suivant, dQ a Hofmann et Mostert:? 
TH~OR&ME (2). (Hofmann-Mostert). Si un groupe localement compact G possede un 
sous-groupe ferme vectoriel U tel que l’espace homogene quotient G/U soit compact, ilpossdde 
un sous-groupe fermi’ vectoriel invariant V tel que G/V soit compact et il est le produit semi- 
direct de Vpar un groupe compact. 
Considtrons a present le probleme general de la determination de tous les a.d.b. 
(inttrieurs ou non) d’un groupe de Lie connexe G. Soient K le plus grand sous-groupe in- 
variant semi-simple compact de G et L le centralisateur connexe de K. Le groupe G est 
localement le produit direct de K et L, qui sont des sous-groupes fermes de G, invariants 
par tout automorphisme de G, et il est clair qu’un automorphisme de G est a deplacement 
borne si et seulement s’il en est ainsi de sa restriction a L. Par consequent, 
lorsqu’on veut determiner tous les a.d.b. d’un groupe de Lie connexe quelconque G, ce 
n’est pas une restriction essentielle de supposer que G ne posstde pas de sous-groupe invariant 
semi-simple compact non trivial. 
Le theorbme suivant est relatif & ce cas. 
t Cf. [2]. Cette application du thCor&me 1 a ttC sugg@e g l’auteur Far une conversation avec K. 
Hofmann. 
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THJ?O&ME (3). Soient G un groupe de Lie connexe ne posskdant pas de sowgroupe 
invariant semi-simple compact non trivial, T le plus grand sous-groupe compact connexe du 
centre de G, g un PlPment quelconque de B(G) et cp: G +T un homomorphisme continu sans 
point jxe (en dehors I’klment neutre). Alors, l’homomorphisme c( : G +G d@ini par 
(1.1) a(x) =gxg-‘&x-l) 
est un a.d.b. Rkciproquement, &ant donnP un a.d.b. quelconque CI de G, il exisre un e’lkmenl 
g E B(G) et un homomorphisme sans point jixe cp : G +T tels que a soit d&i par la relation 
(1.1); deplus, si B,(G) est la composante connexe de l’e’lkment neutre dans B(G) et si U ( c B,(G)) 
dt%igne l’image re’ciproque du centre connexe de G/Tpar l’application canonique G -G/T, on 
peut supposer que g appartient ri un systt?me de reprbentants don& de B,(G)/U (qui est un 
espace vectoriel en vertu du thkortme (1)) dans B,(G), auquel cas g et rp sont uniques. 
Remarquons que l’homomorphisme cp dont il es;t question dans 1’CnconcC prkkdent 
peut &tre consid&, en fait, comme un homomorphisme du groupe G rendu commutatif, 
c’est-g-dire du groupe G/G’, dans T. 
Les thtorkmes (1) et (3) montrent qu’il y a des classes importantes de groupes de Lie 
ne posstdant pas d’ a.d.b. non triviaux. On a par exemple le 
COROLLAIRE (2). Soit G un groupe de Lie connexe. Si le radical R de G est nilpotent et 
simplement connexe, et si G/R n’a pas de sous-groupe invariant compact non discret, G n’a pas 
d’ a.d.b. non trivial. 
En particulier, un groupe de Lie semi-simple n’ayant pas de facteur direct local compact 
n’a pas d’ a.d.b. non trivial, ce qui peut encore s’exprimer comme suit, en termes dyespaces 
riemanniens symktriques : 
COROLLAIRE (3). Soit Z un espace riemannien globalement symktrique ne posskdant pas 
de facteur direct compact ni de facteur direct euclidien, et soit a une isomktrie de Z. Alors, 
s’il existe un nombre rkel D tel que, pour tout point x E Z, la distance entre x et a(x) soit 
infkrieure h D, a est l’identite’. 
52. AUTRES Rl&JLTATS.Dl?MONSTRATIONS 
Dkmonstration de la proposition (1). La proposition rksulte immkdiatement du fait 
que l’ensemble r(a) des conjuguCs d’un ClCment a de G a pour image dans G/K l’ensemble 
T(aK) des conjuguCs de aK. 
PROPOSITION (4). Soient V un espace vectoriel r&e1 de dimensionJinie, a et b deux endo- 
morphismes semi-simples de V ayant to&es leurs valeurs propres rkelles, et GL(V) le groupe 
des automorphismes de V. Alors, si l’ensemble 
(2.1) (exp(ta).exp(-tb)ltER} 
est relativement compact duns GL(V), on a a = b. 
Dkmonstration. Soient {Vi} une base de V formCe de vecteurs propres de a, et w =Zciui 
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un vecteur Propre quelconque de 6. Posons a(rJ = Cliui et b(w) = bw. Si l’ensemble (2.1) 
est relativement compact, il en est de m&me de l’ensemble 
des transformes de w par les elements de (2.1). Cela implique que ai = b pour tout i tel 
que Ci # 0, c’est-a-dire que a(w) = bw = b(w). Ceci &ant vrai pour tout vecteur propre de 
b, on a a = b, c.q.f.d. 
LEMME (1). Soient S le rev.?tement universe1 du groupe SL,(R) et CL : S + GL(V) et 
p : S + GL(V) deux representations lineaires de S darts un m8me espace vectoriel V. Si 
i’ensemble 
Ms).B(s-9IsESI 
est relativement compact a&s GL(V), on a a = p. 
Demonstration. Soit G l’algebre de Lie de S. Les representations lintaires de G dtrivtes 
de u et /I seront aussi nottes a et p. L’hypothbe de l’CnoncC implique que, pour tout 
BE G,, l’ensemble 
Cexp(t~(s)).exp(-tP(e))ltER} 
est relativement compact. Si ads est semi-simple t a toutes ses valeurs propres rtelles, il en 
est de mCme de a(s) et /3(s), comme il resulte immediatement de la thtorie des representa- 
tions lineaires de SL,(R), et on doit avoir a(s) = /I(s), en vertu de la proposition (4). Mais 
les elements 5tels que ads soit semi-simple t ait toutes ses valeurs propres reelles engendrent 
G;, done a = fi, c.q.f.d. 
PROPOSITION (5). Soient S un groupe de Lie simple non compact et CI : S --, G et fI : S + G 
deux homomorphismes de S dans un groupe de Lie quelconque G. Si l’ensemble 
Ms).Ns-l)IsESI 
est relativement compact dans G, on a c1= j?. 
Demonstration. On sait que tout groupe simple non compact S possbde des sous- 
groupes localement isomorphes a SL,(R). Puisque S est simple, ces sous-groupe l’engen- 
drent. 11 nous suffit done de demontrer la proposition dans le cas oti S est le redtement 
universe1 de SL,(R), ce que nous supposerons dorenavant. Soit 03 l’algebre de Lie de G et 
ad, : G + GL((si) la representation adjointe de G. Si l’hypothbse de l’enonce est vtrifiee, 
l’ensemble 
est relativement compact dans GL(6), done ado O c( = ado O /3 en vertu du lemme (1). Cela 
signifie que pour tout SE S, CI(S).~(S-~) est contenu dans le centre C de la composante 
connexe de l’tltment neutre dans G. Mais alors, l’application y : S --, C definie par 
y(s) = M(S) ./?(s-‘) est un homomorphisme, qui ne peut &tre que l’homomorphisme trivial 
puisque S est simple et C est commutatif. On a done CI = fi, c.q.f.d. 
LEMME (2). Un groupe de Lie nilpotent simplement connexe ne posstde pas d’ a.d.b. non 
trivial. 
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Dkmonstration. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, 0 son algbbre 
de Lie et CI un a.d.b. de G. L’automorphisme de 0 derive de a sera aussi note a. 11 resulte 
de la formule de Campbell-Hausdorff que pour tout a E 0, il existe un polynome sans terme 
constant 
b(t) = ~ bit’ (bio 0) 
i=l 
tel qu’on ait, pour tout t e R, 
a (exp(ta)) . exp( - ta) = exp (b(t)). 
En vertu de l’hypothbse faite sur a, l’ensemble 
{exp (b(t) )I t o R1 
est relativement compact et il en est done de meme de l’ensemble 
{b(t)lt~R1. 
Cela n’est possible que si b(t) est identiquement nul, c’est-a-dire si exp (ta) est invariant par 
a. Ceci &ant vrai pout tout a~ 0, l’automorphisme a est l’identite, c.q.f.d. 
LEMME (3). Soient 0 une algtbre de Lie (sur un corps de caractkristique 0), 692 son plus 
grand idkal nilpotent et G son plus grand id&al semi-simple. Alors, Ie centralisateur de 6 + % 
ah 0 coincide avec le centre de 91. 
D&monstration. Soit 3 le centralisateur de 0 +!R dans 0. Toute sous-algebre de 
Levi de 3 est contenue dans une sous-algebre de Levi de 0, done dans toutes les sous- 
algbbres de Levi de 0 (puisque celles-ci sont conjuguees par des exp. d’elements de ‘?A?, 
qui centralise 3), done aussi dans leur intersection qui n’est autre que 6. Puisque 6 
centralise 3, cela implique que les sous-algebres de Levi de 3 sont reduites a (0) c’est-a-dire 
que 3 est resoluble. 11 s’ensuit que $X1 = 3 + ‘iTI est un ideal resoluble de 0, done est 
contenu dans le radical de 0. Par une induction Cvidente, on montre alors que le i-i&me 
terme de la suite centrale descendante de !X1 est contenu dans le (i - I)-ieme terme de la 
suite centrale descendante de 8. Mais alors, ‘X1 est un ideal nilpotent de 0, done 91n, = 92 
et 3 c !Tt, ce qui entraine immtdiatement notre assertion. 
LEMME (4). Soient A un espace afin t-keel t K une partie compacte non vide de A. Alors, 
le groupe de toutes les afJinitt% de A conservant K a un point fixe. 
DPmonstration. Le centre de gravite de l’enveloppe convexe de K dans le plus petit sous- 
espace affin de A contenant K est Cvidemment un point fixe pour toute affinitt de A conte- 
nant K. 
LEMME (5). Soient G un groupe de Lie, V un sous-groupe invariant de G qui est un espace 
vectorielf, M une partie quekonque de G et Z(M) le centralisateur de M dans G. Alors, 
B(G) n V et Z(M) n V sont des sous-espaces vectoriels de .V. 
Dkmonstration. 11 suffit de remarquer que B(G) n V est l’ensemble des points de V 
dont I’orbite sous l’action d’un certain groupe de transformations lineaires (a savoir, G 
7 Cf. [l], p. 136, theoreme 4. 
$ Dans la demonstration qui suit, et dam toutes les applications qui seront faites de ce lemme, V est 
suppose ferme dans G, c’est-a-dire que V est un espace vectoriel avec la topologie induite par celle de G, 
mais il est facile de voir que les conclusions de l’enonce restent valable si Vest seulement l’image d’un espace 
vectoriel par un homomorphisme bijectif continu. 
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operant sur Y par automorphismes interieurs) est relativement compacte, et que Z(M) n V 
est l’ensemble des points de V qui sont fixes pour un certain ensemble de transformations 
lintaires. 
LEMME (6). Soit G un groupe de Lie connexe ne possedant pas de sous-groupe invariant 
compact non discret, et soit N son plus grand sow-groupe invariant nilpotent connexe. Alors, 
tout a.d.6. de G est l’automorphisme interieur associe’ a un element du centre de N. 
Demonstration. Soient 01 un a.d.b. de G et S le plus grand sous-groupe invariant semi- 
simple de G. D’aprbs l’hypothbse faite sur G dans l’enonct, N est simplement connexe, et 
tous les facteurs directs locaux simples de S sont non-compacts. 11 resulte alors du lemme 
(2) et de la proposition (5) que les restrictions de c1 a N et a S sont l’identitt. 11 s’ensuit 
qu’on a, pour tout g E G et tout g’ E SN, 
a(g)- ‘s’s(s) = a(s- ‘s’s) = 9- ‘s’s, 
c’est-a-dire que a(g)g - 1 appartient au centralisateur de SN. L’ensemble 
(2.2) 
ttant connexe, il est contenu dans le centre C(N) de N, en vertu du lemme (3). Pour tout 
g E G, dtsignons alors par ps l’affinite de l’espace vectoriel C(N) definie par 
p,(z) = a(g)g-’ .gzg-1 = a(g)zg-‘. 
Les affinitts pB conservent outes l’ensemble (2.2), done aussi son adherence, qui est com- 
pacte puisque a est un a.d.b. 11 resulte alors du lemme (4) qu’elles ont un point fkecommun, 
soit f, de sorte que 
P,(f) = ~w%-l =f, 
d’Oil 
a(g) =_l.kf-l = i&7>, 
c.q.f.d. 
Demonstration du theoreme (1). Par hypothtse, le groupe G ne posdde pas de sous- 
groupe invariant compact non discret; il en est done de m&me de la composante connexe 
de l’eltment neutre G, dans G (puisque le plus grand sous-groupe invariant compact con- 
nexe de G, est invariant dans G). Ceci signifie que le plus grand sous-groupe invariant semi- 
simple de G, n’a pas de facteur direct local compact, et que le plus grand sowgroupe 
invariant nilpotent connexe N est simplement connexe. 
L’inclusion B(G) c Z(M) est une consequence immediate de la proposition (5) et du 
lemme (2). On a alors, en faisant usage du lemme (3), et en designant par C(N) le centre de 
N, 
B,(G) = Z&W = C(N). 
11 en rbulte, compte tenu du lemme (5), que B,,(G) et Z,(M) coincident respectivement avec 
B(G) n C(N) et Z(M) n C(N), et sont des sous-espaces vectoriels de C(N). De plus, si Z(N) 
dtsigne le centralisateur de N, on a 
B(G)nNNZ(M)nNcZ(N)nN= C(N), 
d’Oh B(G) n N = B(G) n C(N) = B,(G). 
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Enfin, soit G un groupe localement compact quelconque et soit Go la composante 
connexe de l’&ment neutre dans G. Puisque G, est limite projective de groupes de Lie, 
&(G,) est fermt dans Go (done dans G) et est une extension d’un groupe compact K par un 
espace vectoriel. 11 est clair que K est invariant dans G, et par application de la proposition 
(1) on peut se ramener au cas oti K est rCduit & 1’616ment eutre, c’ e&&dire 06 B,(G,) est 
un espace vectoriel. Mais alors, il rCsulte du lemme (5) que l’intersection B(G) n B,(G,) est 
un sous-espace vectoriel du B,,(G,); en particulier, elle est connexe et coincide done avec 
4(G) kisque B,(G) = &(Go)), ce q ui achtve la dkmonstration du corollaire. 
D&monstration du la proposition (3). Soit K un groupe fini dont l’tlkment neutre sera not6 
e. Pour tout entier n, soit F(“) l’ensemble des fonctionsf : Z + K telles quef(i) = e pour tout 
i < n. Cet ensemble a une structure Bvidente de groupe compact (produit d’une infinN dC- 
nombrables de copies de K). Soit F le groupe localement compact &union des F’“‘. Pour 
tout entier positif m, dksignons par F, le groupe fini des fe F tels que f(i) = e lorsque 
/iI > m, par p,,, la permutation de Z qui Cchange +m et -m et qui laisse invariants 
les autres entiers, et par P,,, le groupe de permutations de Z engendrd par lesp, avec i I m. 
Posons 
P= ,6y+ P,,, et F* = ,Ci+ F,,,, 
de sorte que F* est l’ensemble des fonctions f E F presque partout Cgales A e. 
Soit G = P. F le produit semi-direct du groupe localement compact F (invariant dans 
G) par le groupe discret P opCrant sur F de la faGon Cvidente : 
Ofp- l)(i) = fW) ). 
Pour tout meZ+, le produit P,,, . F, est un sous-groupe fini compact de G; par condquent, 
B(G) c ,,u,+ P,.F,,, = P.F*. 
D’autre part, si f n'appartient pas A F*, la suite des pm fp,,,- ’ (m = 1,2, . . .) diverge dans G, 
et f# B(G). 11 s’ensuit que 
B(G) = P.F*, 
tandis que -- 
B(G) = P.F* = P.F= G, 
et le groupe G satisfait done aux conditions de l’tnonck. 
LEMME (7). Soient G un groupe iocalement compact, K un sous-groupe invariant compact 
et V un sous-groupe commutatif connexe. Supposons que G = K. V. Alors, le centralisateur 
Z de K dans G est commutatifet G = K.Z. 
Dt!monstration. Les restrictions A K des automorphismes intkrieurs de G correspondant 
aux tltments de V forment un groupe connexe d’automorphismes de K. Ceux-ci sont done 
intkrieurs, d’aprb un thkorbme d’Iwasawat, c’est-g-dire que pour tout UE V, il existe un 
tl6ment k E K tel que i, et ik aient la m&me restriction A K, ce qui signifie que k-b EZ. On 
a done V c K.Z, d’oti G = K. V = K.Z. 
Posons L = (Z. V) n K et dCsignons par C(K) = K nZ le centre de K, par L’ le groupe 
t Cf. [3], p. 514, thkor&me 1. 
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derive de L et par L, la composante connexe de l’element neutre dans L. Le quotient 
L/C(K) est l’image de V par l’homomorphisme canonique G -+ G/Z = K/C(K); il est done 
commutatif et connexe, c’est-a-dire que L’ c C(K) et L = LO. C(K). La premiere de ces 
relations montre que L est nilpotent. Mais alors, le groupe compact r0 est connexe et 
nilpotent, done commutatif, d’oti il resulte que L = L,, . C(K) est lui aussi un groupe com- 
mutatif. Cela &ant, si zi = kiol (i = 1,2; ki E L; vi E V) designent deux elements quelconques 
de Z, et si on pose (x, JJ) = xyx- ry- ‘, on a, tenant compte du fait que Z centralise K et 
que Vest commutatif, 
e = (or, vz) = (k;’ zl,.k;’ ZJ = (k;‘, kT1)(zl, zJ = (zl, z2), 
ce qui achbve la demonstration du lemme. 
LEMME (8). Soient G un groupe localement compact, H un sowgroupe invariant fermi’ 
commutatif et K un sous-groupe compact de H invariant dans G. Supposons que G/H soit 
compact et que H/K soit un espace vectoriel. Alors, il existe dans H un espace vectoriel V, 
fermi’ et invariant dans G, et tel que H = V x K. 
Dkmonstration. Nous supposerons pour commencer que H est un groupe de Lie. 
Soient !+j et S3 les algebres de Lie de H et K. Considerons le groupe des transformations 
lineaires de sj induites par les automorphismes interieurs de G, restreints a H. Ce groupe 
est compact (puisque H opbre trivialement sur sj), et laisse invariant si.; il conserve done 
aussi un ‘complementaire de 3 dans $j c’est-a-dire un sous-espace 23 de $3 tel que $j = 8 + R 
(comme directe). Le sous-groupe de H engendre par %3 est alors un espace vectoriel V 
jouissant des prop&es de l’tnonce. 
Passons a present au cas general. Soit V un sous-groupe ferme de H invariant dans G, 
tel que V. K = H, et minimal avec ces proprietes; l’existence dun tel sous-groupe resulte 
du theoreme de Zorn, compte tenu de la compacitt des classes laterales de K dans H. Le 
groupe G normalise le sous-groupe compact K* = V n K, et H le centralise; done le groupe 
compact G/H opbre sur K*. En appliquant au produit semi-direct de G/H et K* les 
thtoremes de structure des groupes compacts, on voit que K* possttde des sous-groupes 
fermes Kl arbitrairement petits, invariants dans G et tels que K”/K, soit de Lie. D’apres 
la partie du present lemme deja demontree, le groupe V/K, est le produit direct de K*/K, 
et d’un espace vectoriel invariant dans G/K,. L’image rtciproque de ce dernier dans G 
est un sous-groupe ferme VI de V, invariant dans G et tel que VI. K = H. On a done 
V, = V, d'oti Kl = K*. Ceci &ant vrai pour des sous-groupes Kl de K* arbitrairement 
petits, V n K = K* = {e} et H = V x K, ce qui acheve la demonstration. 
Dkmonstration du thkortme (2). Les hypotheses de l’tnond signifient qu’il existe dans 
G un ensemble compact X tel que X. U = G. On a alors, pour tout UE U, 
T(u) = (xu,uu;‘X-l~x~ X, u1 E U} c XuX-1, 
done T(u) est relativement compact, et U c B,,(G). 
Soit K le plus grand sous-groupe invariant compact de B,(G). D’aprb le corollaire (l), 
B,(G)/K est un espace vectoriel, or le quotient 
&(G)/(K. W = (&(G)K)/((K. W/K) 
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est compact. Ce quotient doit done &tre reduit a (0) c’est-a-dire que 
B,(G) = K. u. 
11 resulte alors du lemme (7) que le centralisateur H de K dans B,,(G) est commutatif, et que 
K. H = B,(G). 
Le quotient G/B,(G) est compact (puisque B,(G) contient U), et il en est de mcme de 
B,(G)/H z K/(Kn H); par consequent G/H est compact. De plus, B,(G)/K g H/(Kn H) 
est un espace vectoriel. En vertu du lemme (8), il existe done dans Hun espace vectoriel V, 
ferme et invariant dans G, et tel que H = (Kn H) x V. Le quotient G/V, qui est une ex- 
tension de H/V z Kn H par G/H est compact. Enfin, la derniere assertion de l’enonce du 
theoreme resulte dun autre theoreme bien connu d’Iwasawat. 
Dkmonstration du thkor2me (3). Reprenons les hypotheses et les notations de l’Cnonc4 
du thtoreme. 11 est clair que l’automorphisme a defini par (1.1) est un a.d.b. ; en effet 
{a(+-‘jx~G}c g.I-(g-‘).T, 
et ce dernier ensemble st relativement compact puisque gEB(G). 
Reciproquement, soit clun a.d.b. de G. En vertu des lemmes (5) et (6), l’automorphisme 
de G/T induit par a est l’automorphisme interieur associe a un element de B,(G/T). II 
existe done un Clement gE B,(G) tel que a et ie induisent le mCme automorphisme de G/T, 
c’est-a-dire tel que, pour tout x E G, 
q(x) = gxg-‘a(x-‘) 
Soit un Clement de T. Mais alors, il est clair que l’application cp : G + T est un homomor- 
phisme sans point fixe (en dehors de e), et l’a.d.b. a est defini par (1.1). 
Dans les raisonnements qui preckdent, g est determine A la multiplication pres par un 
element de B,(G) dont l’image canonique dans G/T appartient au centre de G/T. Or, 
d’apres le lemme (5), l’intersection de B,(G/T) (q ui est un espace vectoriel en vertu du 
thtorbme (1)) avec le centre de G/T n’est autre que le centre connexe de G/T. Done g est 
determine a la multiplication pres par un Clement de U, ce qui acheve la demonstration du 
theoreme. 
Le corollaire (2) est une consequence immediate des theortmes (1) et (3). 
Dkmonstration du corollaire (3). Soit G la composante connexe de l’tltment neutre 
dans le groupe de tomes les isometrics de X. En vertu des hypotheses faites sur X, c’est un 
groupe semi-simple ne possedant pas de facteur direct local compact. Soient p un point 
de C et K le groupe d’isotropie de p; on sait que c’est un sous-groupe compact maximal de 
G. Nous identifierons ZZ a G/K. 
Pour tout g E G, la distance entre p et (ga-‘g-‘)(p) est inferieure a D (puisque ga-‘g-l 
est la transform&e de a-l par une isomttrie) et il en est de m&me de la distance entre 
(ga-‘g-l)(p) et (aga-lg-l)@). 11 s’ensuit que agaA1g-’ appartient a l’image reciproque 
7 Cf. [3], p. 523, lemme 3.8. 
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dans G de la boule de centre p et de rayon 20. Cette image rkiproque Ctant compacte, on 
voit que l’automorphisme de G qui envoie tout tlCment g E G sur ccgcc-’ est A dkplacement 
born& done est l’automorphisme identique en vertu du corollaire (2). Ceci signifie que a 
commute avec tout Cltment de G. Mais alors, pour tout point XEC, a conserve le groupe 
d’isotropie de x done aussi le point x lui-m&me, car deux points distincts ne peuvent avoir 
le m&me groupe d’isotropie. Le corollaire est ainsi dtmontrk. 
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